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Exercice 1: Loi E/S - Fermeture de chaine

Etude géométrique
Question 1: Etablir les 3 équations géométriques du probléme dans la base 0

D’apres la relation de Chasles :
AB+BC+CA=0
LiX7 + LyX; — A3/0Y0 = 0

Ll COoS 91/0 _JE(_)) + L1 sin 91/0 5/_(; + L2 COS(921 + 910) FC_(_)) + LZ Sin(921 + 010) 5/_(; - 13/0_}/_(; =0

{ L1 Ccos 910 + L2 COS(921 + 910) =0
Ll sin 910 + LZ Sin(921 + 010) - /130 =0
Ajoutons I’équation de fermeture angulaire :
(o, x1) + (1, %2) + (&2, %3) + (%3, %) = 0
A
910 +021 +932 +E: 0
Soient 3 équations :
L1 COS 010 + LZ COS(921 + 910) =0
L1 sin 010 + Lz Sin(921 + 010) - /130 =0
T
910+921+932 +E=O

Question 2: Etablir la relation entrée/sortie en position 139 = f(01¢) — On justifiera le
besoin d’avoir L, > L, ainsi que la présence de deux solutions avant de choisir la bonne

Méthode de somme des carrés :
L
( cos(6,1 + 01p) = —L—lcos 610

A L
30 - _ISin 910

Sin(921 + 910) = L_ I
2 2

L 2
! COSZ(021 + 910) = [L_:] COSZ 910

i Ao Ly 2
len (021 + 610) = |/ ——SIn 910]
L, L,
c0s?(02/1021 + 019) + sin?(B1 + 019) = 1
L, 2 Az L1 ?
[L—Z] cos? 014 + [E - L_zsm 910] =1
Ne pas développer :
Ly% cos? 010 + [A30 — Ly sin 054]? = L,”
Lz2 - L12 cos? 019 = [A39 — L1 sin O;]?
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Pour passer a la racine, il faut :

Soit :

L, — L% cos26;5 =0

L,% > L% cos? 04,

Pour que L,* < L, cos? 01 quelque soit B4, il faut: L, = L4

SiL2<L1:

On ne peut pas faire de tours de la piéce 1.

Dong, si L2 = L1 .

LZZ - le COS2 910 = [/130 - Ll sin 910]2

/130 - Ll sin 910 = i\/LZZ - le COSZ 910

/130 = Ll sin 910 i \/LZZ — le COSZ 910

Il existe deux solutions a ce probléme, dépendant de la facon dans laquelle a été monté le systéme.

A

\ 4

Soit dans notre cas :

/130 = L1 sin 910 - ’Lzz - L12 COS2 010 \
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Question 3: En déduire les expressions des autres parameétres géométriques 03, et 054
en fonction du seul parameétre géométrique 04( et des constantes

On part des 3 équations géométriques :
L1 cos 910 + L2 COS(921 + 910) =0
Ll sin 910 + LZ Sin(921 + 910) - /130 =0
T
910+921+932 +E:0

On peut au choix utiliser un arccos, arcsin, ou arctan pour exprimer 6,4 + 645. Compte tenu du
mécanismes étudié, 8,; + 6, étant I'angle (x,,x;), cet angle évolue dans I'intervalle [—7, 0]. On
choisit dont I’arccos :

Ly (_ L
COS(921 + 910) = _L_COS 010 (=4 921 + 910 = —COos <_L_COS 010)
2 2

L
021 = _910 - COS_l <__1COS 910)
L,

Rien de plus simple ensuite :

T
610+021+932 +E:O
V4 /A -1 Ll
932:———910—921:———910+910+COS <—_C05910)
2 2 L,

_ Ly n
032 = COoS 1 (—ECOS 910) — E

Question 4: Exprimer tan(6,; + 019) en fonction du seul paramétre géométrique 64,
et des constantes (utile dans la suite)

( b
COS(GZl + 910) = _L_COS 610
2
. Azp0 Ly A39 — Ly sin By
Sln(921 + 910) = L_/ - L_Sln 910 = L
2 2 2

A30 — Ly sin B4
sin(6,1 + 019) L, _ Lysinfyp — 439

cos(6,1 + 019) L4 cos B4

tan(921 + 010) = I
- _Ll cos 049
2

Lysinfy — <L1 sinfo — \/Lzz — Ly? cos? 910) \/Lzz — Ly? cos? 6,

L1 COoS 910 Ll Cos 910

\/Lzz — L12 COS2 910

L1 cos B4

tan(921 + 910) =
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Question 5: Exprimer la relation A3 = f(81), faisant intervenir les parameétres

géométriques — On fera apparaitre tan(8,; + 61¢) dans I’expression

/130 = Ll sin 010 - \/LZZ - L12 COSZ 010

—2640L1%(—sin 8;,) cos B4,

130 = élOLl CosS 910 -

2\/[422 — L12 COS2 910

L;sin B4, cos 64

230 = élOLl [COS 010 -
l \/LZZ - L12 COS2 910J

sin 849 ]

/130 = élOLl [COS 910 - m
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Etude cinématique

Question 6: Proposer les 4 torseurs cinématiques des liaisons du mécanismes, et
réalisez les choix de points et bases qui seront utiles pour la suite

Bo
(V32} =40

{V21} =40

{Vw} =40

S OO | OO0 O | oo O

{Vos}: 0 Vo3
0 0Jg

Question 7: Etablir les 2 équations vectorielles de la fermeture cinématique du
systéme en B

W21} + Wio} + (Vo3} + (V523 = 0

iy ={_ ] 7(8,3/2) = V(C,3/2) + BC A (s
—LaR32y2)p = L,%; AR3,7Z; = —LoR3,7;
R —_—.
{V21} = { 2_1,20}
0 ’p
Wi} =107 | V(B,3/2) = V(4,3/2) + BAA D,
LiR1oy1)g = —L,%; ARyoZ; = LiRyoVs
0
wosr=1{,° |
o Vo3Yo) g

{ (R3z + Ry + R10)Zg } _ {6}
Vo3yy + L1R1o¥1 — L2R32y,) . (§

Question 8: Etablir les 3 équations de la fermeture cinématique du systeme dans B,

R3; + Ry + Ryp = 0 (1)
_Ll sin 610 RlO + LZ Sil’l(921 + 910) R32 = 0 (2)
Voz + Ly cos 619 Ryg — Ly cos(8,1 + 019) R32 = 0 (3)
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Question 9: Déterminer les 3 inconnues R3;, Ry et V3, en fonction de l'unique

inconnue cinématique R, et des paramétres géométriques

R3;
Equation (2)

L1 sin 6y,
=— R1o
LZ Sln(921 + 910)

R32

R21
Equation (1)

Ry;1 = —R3; — Rqo
L]_ Sin 610

R21 - Lz Sil’l(021 + 910) R10 B RlO
R = —R Lqsin 6,y + Ly sin(0,1 + 619)
2 10 L, sin(851 + 619)

V30
Equation (3)

V03 = —L]_ COS 610 RIO + L2 COS(921 + 910)

V03 = _L1 COS 610 RlO + LZ COS(921 + 910) R32
L1 sin 910
LZ sin(921 + 910)
sin B4
sin(0,1 + 61¢)
sin B4 ]
Sin(921 + 910)
sin B4
tan(6,, + 610)

Rqo
Vos = L1Rqp [cos(921 + 610) — cos 910]

V30 = L1R10 [COS 610 - COS(921 + 910)

V30 = L1R10 [COS 610 —

Question 10: Exprimer V3, en fonction de l'unique inconnue cinématique Ry, de
I'unique parametre géométrique variable 04( et des constantes

V30 = L1R10 CosS 610 —

\/LZZ — L% cos? 6,

L, cos B4

tan(921 + 910) =

|

L, cos 8, sin Oy

\/LZZ — L% cos2 6y,
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Question 11: Comparer la relation entrée/sortie obtenue par fermeture cinématique
avec la relation issue de la fermeture géométrique dérivée

—

{(V30} ={ 0—»} ; A_é = /130%

V30Y0/p
. dAC . _,
V(C,3/0)=1"ar _ A30Y0 = Az0 = V3o
V30Yo
Du fait des conventions choisies : Q1 = 0819 ; V30 = 439
Ca n’est pas vrai si par exemple : AC = —130¥; = A30%3 et/ou {(V3o} = { 0_,}
Usox3)p
Donc:
sin 019
V3o = L1Q [cos@ —_—
30 13410 1/0 tan(0y, + 610)
sin O49

3o =0 L[ 010 — ——————
30 10L1 |COS g9 tan(6,; + 610)

Nous obtenons le méme résultat qu’avec la fermeture géométrique @

Question 12: Mettre le systeme sous forme matricielle, discuter de sa solvabilité et
proposer une démarche de résolution matricielle

R3; + Ry +Ryp =0 (1)
_Ll sin 610 RlO + LZ sin(921 + 910) R32 = 0 (2)
V03 + Ll Cos 610 RIO - LZ COS(921 + 010) R32 =0 (3)

1 1 1 0 210 0
—L1 sin 910 0 LZ sin(021 + 910) 0 R21 = [0]
Licos@,y, 0 —Lycos(0y1+601) 1 V32 0
03

Bilan :

- I, = 4 inconnues cinématiques

- E. = 3 équations cinématiques
En admettant qu’elles sont linéairement indépendantes (1, = 3), il faut fixer une inconnue pour
déterminer les autres, ce que I'on appellera la mobilité : m =1, — 1,

Pour résoudre, il faut modifier le systéme linéaire selon I'entrée choisie :

LZ Sin(921 + 910) R32 = Ll sin 610 RlO

{ R3; + Ry = —Ry
Vos — L cos(B31 + 619) Rz = —Lq cos 015 Ry

[0 L, Sm(921 + 610) ] [R32

_R10
0 —Lz COS(QZl + 910) 1 V03

—L; cos Oy Ryp
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Etude statique compleéte

Question 13: Proposer les 4 torseurs statiques des liaisons du mécanismes, et réalisez
les choix de points et bases qui seront utiles pour la suite

Liaison Torseur statique
L10 XlO O %0
Pivot {710} = Yio 0
d’axe (A, Z) 0 0/,
Ly X,y 0 Bo
Pivot {7'2_,1} = YZl 0
d’axe (B, Z) 0 0/g
L32 X32 0 %O
Pivot {T3523=1Ys2 0
d’axe (C, Z) 0 0J;
Loz Xoz O Bo
Glissiere {Too3) = { 0 0
de direction Z 0 Nos),
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Question 14: Déterminer les 3 équations issues de I'isolement de la piéce 1 en B dans
By

{To/1} + {To1} + {(Toxeon} = {0}

Xor 0) B0 (X,, 0y % (0 0) %o
{Yol 0 + Y21 0} + 40 0 :{0}
A B B

0 0 0 0 0 C

s o) = W) + BN
—L* [Xor]™
=10 N Yy,
X 0y Bo 0 0 — .
Ym 0 —Ly 00101 [X011% { Xor¥o ¥ Y‘”?'O _,}
81 0 — |:_L1 sin 910] A YOl (—L1 CoSs 010 YOI + Ll Sin 610 X01)ZO B
4 0 0
0 Bo
_ ! 0
—Lycos B9 Yy1 + LisinbXgq
X1 0) X,1%0 + Yo1Y0
{Yu 0} RAS { 21%0 + 213/0}
0 0)g 0 B
0 0) %o G
0 0 RAS {C_)}
0 Clg Zo’p
{ Xo1%o + Y0170 } {X21_x_(; + Ysz&} +{ 0 } _ {6}
(=L1 cos 610 Yo1 + Ly sin 619 Xo1)Zg) , 0 s \Czg), (o),

{ (Xo1 + X21)%g + (Yo1 + Y21)yg =0
(_L1 CoS 010 YOl + L1 sin 910 X01 + C)Z—O) = 6

X01 +X21 = 0
{ Y01 + Y21 = 0
_Ll Cos 610 Y01 + Ll sin 910 XOl + cC=0
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Question 15: Déterminer les 3 équations issues de I'isolement de la piéce 2 en B dans

By
{2} + {732} = (0}
X5, 0% (X5, 0% (0 0%
Y32 0 + le 0 =40 O
0 0 0 0J, 0 0
Mp(Rsz) = Mc(Rsz) + BCARs;
Ly]% [Xz2]™
_ [0] A|ve
¢ 0 Bo 0 0 . _
Y32 0 Ly cos(8z1 + 610)]°°  [X32]™ { XsaXo + Y32_y0 _>}
(3)2 0), =|L,sin(6,, +6010)| A|Ys2 (L cos(821 + 610) Ys2 — L2 sin(621 + 610) X32)Zo)
0 0
= (L2 cos(021 + 010) Y32
— L, sin(0,4
+ 010) X32)7Z
Xiz 0) ¥ X127 + Yia Ve
{le O} RAS { 12 06 123/0}
0 0J)z B

{

(Ly cos(Bz1 + 619) Y32 — Ly sin(01 + 619) X32)Z,

X32%0 + Y32)0 } + {Xu_% + Y1273} _ {6}
B

0 g ‘0’
{ (X32 + X12)%g + (Yaz + Y12)¥5 = 0
(Lz cos(821 + 610) Yap — Ly sin(821 + 6019) X32)Zg = 0

Y32 + le = 0

{ X3 +X12=0
Ly cos(8z1 + 01¢) Y32 — Ly sin(f,1 + 619) X3, = 0
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Question 16: Déterminer les 3 équations issues de I’isolement de la piéce 3 en C dans
B,

{Text/3} + {75/3} + {75/3] = {0}
0 0% (X3 02 (Xos 0)% (0 0)2
0 0 0 0 0 Nos/ 0 0/c

{(Xzsz + Xo3)X0 + (F + Y23)yo = 0

NosZ))z(_))
X23 +X03=0
{F+Y23=0

N03=0

Question 17: En déduire le systeme de 9 équations du probleme statique

( Xo1 +X,,=0
Vo1 +Y,, =0
—Lic08019 Yy +LisinBg Xy, +C=0
X3+ X, =0
{ Y3+ Y, =0
L, cos(81 + 01¢) V5, — Ly sin(0z1 + 619) X5, = 0
Xz +X93=0
F+Y,;,=0
No3 =0
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Question 18: Mener la résolution de ce systéme pour trouver les 8 inconnues de
liaison et la relation entre F et C

1
=——  F
tan(6,; + 610)
Yo = —F
RN Ly cos By F — Ly sin 8 ! F+C=0
Yo1 + Y21. =0 1€0S U9 1SN 679 tan(fy; + O10) =
—L1 COSHlO Y01 +L1 Sln910X01 +C=0 1
X32 +X12:O X :——F
) Y32 + le =0 J 12 tan(921 + 910)
Ly cos(8z1 + 019) Y35 — Ly sin(Bzq + 019) X5, =0 e = IF
Koz + Xo3=0 Xy = —+—F
F + Y23 =0 32 tan(921 + 610)
03 tan(921 + 910)
Y23 =—F
\ N03 - O
Il reste I’équation suivante, dans laquelle tout est connu :
L 0.0 F —L;sin® ! F+C=0
cos — Ly sin —_— =
! 10 ! ¥ tan(6,, + 610)
c L p sin 64 ]F
= —L,|cos
1 10— tan(921 + 910)

Cette équation traduit une mobilité. Comme il y a un mouvement possible, on met bien en relation
I’effort qui peut induire un mouvement avec le couple transmis a travers cette mobilité.

Question 19: Mettre le systéme sous forme matricielle, discuter de sa solvabilité et
proposer une démarche de résolution numérique

Bilan :
- I, = 8inconnues statiques
- E; = 9 équations statiques
Le systéme se résout directement et il reste une équation dans laquelle tout est connu. C'est |’équation
de mobilité liée a la relation entre effort d’entrée et effort de sortie : m = E; — 15
On appelle h = I; — 15 I'hyperstatisme, ou le nombre d’inconnues indéterminées, il est nul ici.
Mise sous forme matricielle :

1 0 1 0 0 0 0 09y 1 [0
0 1 0 1 0 0 0 offy 0
Lysin@;, —L;cosfy, O 0O 0 0 o ol |-¢
0 0 -1 0 1 0 o ol 0
0 0 0 -1 0 1 o o]l [=]o0
0 0 0 0 —Lpsin(6y; +659) Lypcos(fy +65) 0 0|, 0
0 0 0 0 -1 0 1 oolf,” 0
0 0 0 0 0 -1 0 0 N“ —F
0 0 0 0 0 0 o 117 Lol
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Etude statique par stratégie d’isolements

Question 20: Justifier le fait que Ry; = Ry1X; = R3; = R32X,
Solide 2 soumis a 2 glisseurs...
Question 21: Justifier le fait que Y3, = F et déterminer I’expression de R3;

Onisole3:TRSsuryy:F + Y3 =0

—_— — — T :
Y32 = R32%;.Yg = Rs; cos(37, V) = Rs cos <§ — (021 + 910)) = R3; sin(6,1 + 619)

_ Y3, _ F
N sin(6,1 + 610) N sin(6,4 + 641¢)

R32

Question 22: En déduire la relation entre F et C

Onisole1:TMSen Asurz,: C + MA(R—Zl)).Z_O) =0

- . Ly cos B4 Bo R3; cos(6,1 + 0419) Bo
M4(Rz1) = Mg(R21%;) = ABARy1X; = LiX{AR3,X; = |Lysin6y9|  A|Rspsin(, + 650)
0 0

On aurait pu mettre dans les bases 1 ou 2, mais on aurait un résultat différent de ce que I'on a obtenu

avant. Il aurait ensuite fallu faire de la trigo avec : 8,; = (8,1 + 619) + 091

MA(R—Zl)) = [L; cos 81 R3; sin(fz1 + 01¢) — Ly sin ;¢ R3; cos(6z1 + 01¢)1Z0

MA(R—ZD = [L1 cos 64 sin(6,1 + 619) — Ly sin 64, cos(0,, + 910)] Z

sin(6,4 + 610)
sin 6 ]F
tan(0,, + 019)

F
sin(f8,1 + 61¢)
MA(R—Zl)) =1L [COS 010 —

D'ou:
sin 64,
C+L1 [C05910 —m]F =0
C sin 64,
Foh [COS 610 = tan(8,; + 610)
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Etude dynamique (5/2)

Question 23: Retrouver la relation statique entrée/sortie a I’aide du TEC et de la
relation cinématique entrée/sortie

{Text>1XVio} + {Text—33H{V30} = 0

0 0B (0 0y% 0 0yB 0 o0)2
O C B R10 0 A 0 0 C 0 0 B

CRI/O + FV30 = 0
V30

c=-F2
R1o

En utilisant la relation cinématique obtenu précédemment :

sin 6
Vo = Lo 00310 ~ =]
21 10
_ %}
C=_F LiRio [COS 910 tan(6z; + 610)
Ry/0
C=-1L [ 0 sin f10 ]F
- 1]€08%10 tan(021 +910)
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